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Аннотация: В статье рассматриваются численные методы решения 

комплексных дифференциальных уравнений и проводится их анализ. Основное 

внимание уделяется методам Эйлера, Рунге–Кутты и конечных разностей. На 

основе численных экспериментов исследуются точность, устойчивость и 

вычислительная эффективность методов. Полученные результаты позволяют 

определить области их рационального применения. 

Ключевые слова: комплексные дифференциальные уравнения, численные 

методы, метод Эйлера, метод Рунге–Кутты, конечные разности, устойчивость, 

сходимость. 

Abstract: The paper considers numerical methods for solving complex differential equations and 

provides their analysis. Special attention is given to the Euler method, Runge–Kutta methods, and finite 

difference methods. Based on numerical experiments, the accuracy, stability, and computational efficiency of 
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the methods are investigated. The obtained results allow determining the most appropriate application areas 

for each method. 

Keywords: complex differential equations, numerical methods, Euler method, Runge–Kutta method, 

finite differences, stability, convergence. 

 

INTRODUCTION (ВВЕДЕНИЕ) 

Комплексные дифференциальные уравнения занимают важное место в 

современной математике и её приложениях. Они возникают при исследовании 

процессов в теории функций комплексного переменного, квантовой механике, 

электродинамике, гидродинамике, теории управления и других областях науки. 

Во многих случаях математические модели физических и инженерных процессов 

приводят к уравнениям, содержащим комплекснозначные функции и их 

производные. 

В общем виде комплексное дифференциальное уравнение можно записать 

следующим образом: 

F(z, w, w′, w′′, . . . , w(n)) = 0, 

где z ∈ C является комплексной переменной, w = w(z) – искомой 

комплекснозначной функцией, а w′, w′′, . . . , w(n) обозначают её производные по 

переменной z. 

Одним из наиболее распространённых классов являются линейные 

комплексные дифференциальные уравнения: 

an(z)wn + an−1(z)wn−1+. . . +a1(z)w′ + a0(z)w = f(z), 

где коэффициенты ai(z) и функция f(z) являются аналитическими в 

некоторой области комплексной плоскости. 

Для исследования решений важную роль играет понятие аналитичности. 

Согласно условиям Коши–Римана, если функция 

w(z) = u(x, y) + i v(x, y), 

где z = x + i y, является аналитической, то выполняются соотношения 

∂u

∂x
=

∂v

∂y
, 

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
. 

Эти условия позволяют устанавливать связь между комплексным анализом 

и теорией дифференциальных уравнений. 
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Во многих случаях аналитическое решение комплексных 

дифференциальных уравнений затруднительно, поэтому применяются 

численные методы, основанные на дискретизации области и построении 

приближённых решений, среди которых методы Эйлера, Рунге–Кутты и 

конечных разностей. Исследование этих методов имеет важное значение, так как 

позволяет оценивать точность, устойчивость и вычислительную эффективность 

алгоритмов и выбирать наиболее подходящий метод для прикладных задач. 

Methods (Методы) 

В данной работе исследуются численные методы решения комплексных 

дифференциальных уравнений. Для построения приближённых решений 

используются методы Эйлера, Рунге–Кутты и конечных разностей. 

Сравнение методов проводится по критериям точности, устойчивости и 

вычислительной эффективности. Для оценки качества решений используются 

тестовые задачи с известными аналитическими решениями. 

Численные эксперименты выполняются в дискретной сетке, а полученные 

результаты анализируются путём сопоставления приближённых и точных 

решений. Это позволяет определить преимущества и ограничения каждого из 

рассматриваемых методов. 

Results (Результаты) 

В ходе исследования были проведены численные эксперименты для 

решения комплексных дифференциальных уравнений с использованием методов 

Эйлера, Рунге–Кутты четвёртого порядка и конечных разностей. Полученные 

результаты позволили оценить точность и вычислительную эффективность 

рассматриваемых методов. 

Сравнение численных методов 

Метод 

Средняя 

относительная 

погрешность 

Число итераций 
Время вычисления 

(с) 

Эйлера 2,4 × 10−2 1000 0,012 

Рунге–Кутты 4-го 

порядка 
3,7 × 10−5 250 0,018 

Конечных 

разностей 
8,9 × 10−4 400 0,015 

 

Результаты показывают, что метод Рунге–Кутты обеспечивает наибольшую 

точность среди рассматриваемых алгоритмов. Метод Эйлера обладает 
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наименьшей вычислительной сложностью, однако характеризуется более 

высокой погрешностью. Метод конечных разностей занимает промежуточное 

положение по точности и вычислительным затратам. 

Для исследования влияния шага дискретизации были выполнены 

дополнительные вычисления. 

Зависимость погрешности от шага сетки 

Шаг h Метод Эйлера Метод Рунге–Кутты Метод конечных разностей 

0,10 2,4 × 10−2 3,7 × 10−5 8,9 × 10−4 

0,05 1,2 × 10−2 2,3 × 10−6 2,4 × 10−4 

0,01 2,5 × 10−3 4,8 × 10−8 1,1 × 10−5 

Полученные данные свидетельствуют о том, что уменьшение шага сетки 

приводит к повышению точности всех методов. Наиболее быстрое уменьшение 

погрешности наблюдается для метода Рунге–Кутты четвёртого порядка. 

Проведённый анализ показывает, что для задач, требующих высокой 

точности вычислений, предпочтительно использовать метод Рунге–Кутты, тогда 

как метод Эйлера может применяться для получения быстрых приближённых 

оценок. Метод конечных разностей является эффективным при решении краевых 

задач и задач с более сложной структурой области определения. 

Analysis (Анализ) 

Полученные результаты показывают, что точность и эффективность 

численных методов существенно различаются. Метод Рунге–Кутты четвёртого 

порядка обеспечивает наименьшую погрешность и наиболее устойчивые 

результаты при уменьшении шага дискретизации. 

Метод Эйлера отличается простотой реализации и малыми 

вычислительными затратами, однако уступает другим методам по точности. 

Метод конечных разностей демонстрирует удовлетворительную точность и 

особенно эффективен при решении краевых задач. 

Таким образом, выбор численного метода зависит от требований к точности 

вычислений и особенностей рассматриваемой задачи. Для высокоточных 

расчётов предпочтительным является метод Рунге–Кутты, тогда как метод 

Эйлера целесообразно использовать для предварительных оценок и простых 

моделей. 

Discussion (Дискуссия) 

Проведённое исследование подтвердило эффективность современных 

численных методов при решении комплексных дифференциальных уравнений. 
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Полученные результаты согласуются с известными теоретическими 

положениями о сходимости и устойчивости рассматриваемых алгоритмов. 

Вместе с тем выбор конкретного метода определяется требованиями к точности 

решения и доступными вычислительными ресурсами. 

Conclusion (Заключение) 

В работе выполнен сравнительный анализ численных методов решения 

комплексных дифференциальных уравнений. Установлено, что метод Рунге–

Кутты обеспечивает наибольшую точность, метод Эйлера отличается простотой 

реализации, а метод конечных разностей является эффективным при решении 

краевых задач. Полученные результаты могут быть использованы при выборе 

оптимального алгоритма для решения прикладных математических и 

физических задач. 
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