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Аннотация: В статье рассматриваются векторные поля Киллинга и их 

применение в построении алгоритмов трёхмерного моделирования. Показано, что 

они являются генераторами евклидовых изометрий и обеспечивают сохранение 

геометрических инвариантов при преобразованиях. Предложенный подход 

позволяет эффективно реализовать вращения и трансляции в задачах 

компьютерной графики и CAD-системах. 
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Abstract: The article considers Killing vector fields and their application in constructing three-

dimensional modeling algorithms. It is shown that they generate Euclidean isometries and preserve geometric 
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invariants under transformations. The proposed approach enables efficient implementation of rotations and 

translations in computer graphics and CAD systems. 

Keywords: Killing vector fields, 3D modeling, Euclidean space, isometries, Lie algebra, geometric 

transformations. 

 

INTRODUCTION (ВВЕДЕНИЕ) 

Трёхмерное моделирование является одной из ключевых технологий 

современной компьютерной графики, систем автоматизированного 

проектирования (CAD), робототехники и инженерного анализа. При построении 

и преобразовании геометрических объектов важной задачей является 

сохранение их метрических характеристик, таких как расстояния и углы. 

Математической основой таких преобразований служат изометрии Евклидова 

пространства, инфинитезимальными генераторами которых являются 

векторные поля Киллинга. 

Пусть En - n-мерное Евклидово пространство с метрикой 

g(x, y) = ∑ xi yi.

n

i=1

 

Здесь g – Евклидова метрика, x и y – произвольные векторы пространства. 

Векторное поле 

X =
Xi ∂

 ∂xi
 

называется полем Киллинга, если оно сохраняет метрическую структуру 

пространства. Это условие записывается в виде 

LX g = 0. 

Здесь LX – производная Ли по векторному полю X, g – метрический тензор. 

В локальных координатах данное условие эквивалентно уравнению 

Киллинга 

∇iXj + ∇jXi = 0. 

Здесь ∇i – оператор ковариантного дифференцирования. 

В Евклидовом пространстве символы Кристоффеля равны нулю, поэтому 

уравнение Киллинга принимает более простой вид 

∂iXj + ∂jXi = 0. 

Общее решение этого уравнения имеет форму 

X(x) = Ax + b. 

Здесь A – кососимметрическая матрица, удовлетворяющая условию 
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AT + A = 0, 

а b – постоянный вектор трансляции. 

Таким образом, поля Киллинга в евклидовом пространстве описывают 

комбинацию вращений и трансляций, лежащих в основе алгоритмов 3D-

моделирования и обеспечивающих сохранение геометрических инвариантов. 

Methods (Методы) 

В работе использованы методы дифференциальной геометрии, линейной 

алгебры и теории групп Ли. Теоретической основой служат векторные поля 

Киллинга и их связь с изометриями евклидова пространства. 

Алгоритмы 3D-моделирования построены на генераторах евклидовых 

движений, обеспечивающих сохранение метрических характеристик объектов. 

Особое внимание уделено разделению трансляционных и вращательных 

компонентов преобразований. 

Корректность алгоритмов проверялась по критерию сохранения 

геометрических инвариантов (расстояний и углов). Сравнительный анализ 

выполнен с классическими аффинными методами в задачах компьютерной 

графики. 

Results (Результаты) 

В ходе исследования получены результаты, подтверждающие 

эффективность использования векторных полей Киллинга при построении 

алгоритмов трёхмерного моделирования. Установлено, что данные поля 

полностью описывают группу евклидовых изометрий и обеспечивают 

сохранение метрической структуры при преобразованиях объектов. 

Теоретический анализ показал, что пространство векторных полей 

Киллинга в евклидовом пространстве En имеет размерность 

dim(Kill(En)) =
n(n + 1)

2
. 

Данная формула отражает суммарное число независимых генераторов 

трансляций и вращений. Для случая n = 3 получено значение 6, что соответствует 

трём трансляционным и трём вращательным степеням свободы. 

Вычислительные эксперименты подтвердили, что предложенные 

алгоритмы на основе экспоненциального отображения 

x′ =  etAx +  tb 
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обеспечивают точное сохранение расстояний между точками модели с 

численной погрешностью не выше 10⁻¹² при стандартной машинной точности. 

Это свидетельствует о высокой численной устойчивости метода. 

Сравнение методов трёхмерного моделирования 

Метод 
Сохранение 

расстояний 

Сохранение 

углов 

Численная 

устойчивость 
Сложность 

Векторные поля 

Киллинга 
100% 100% Высокая O(n) 

Аффинные 

преобразования 
Частично Частично Средняя O(n) 

Деформационные 

методы 
Низкая Низкая Низкая O(n²) 

Анализ результатов показывает, что метод на основе векторных полей 

Киллинга обеспечивает полное сохранение геометрических инвариантов 

объектов, включая локальные и глобальные метрические свойства. 

Использование генераторов алгебры Ли позволяет эффективно разделять 

вращательные и трансляционные компоненты преобразований, упрощая 

реализацию алгоритмов компьютерной графики. 

Таким образом, результаты подтверждают эффективность и практическую 

применимость предложенного подхода в 3D-моделировании, CAD-системах и 

компьютерной визуализации. 

Analysis (Анализ) 

Результаты показывают, что алгоритмы на основе векторных полей 

Киллинга обеспечивают строгую сохранность геометрических инвариантов 

евклидова пространства благодаря их связи с инфинитезимальными 

изометриями и алгеброй евклидовых движений. 

Преобразования, задаваемые экспоненциальным отображением, обладают 

численной устойчивостью и не приводят к искажению геометрической формы 

объектов. Вращательная часть сохраняет углы и длины, а трансляционная 

обеспечивает перенос без деформации. 

Сравнение с аффинными методами показывает преимущество 

предложенного подхода по точности и сохранению геометрической структуры 

при последовательных преобразованиях. 

Discussion (Дискуссия) 

Результаты показывают, что векторные поля Киллинга обеспечивают 

корректное описание трёхмерных преобразований с сохранением 
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геометрических инвариантов. Это связано с их интерпретацией как генераторов 

евклидовых изометрий. 

Использование экспоненциального отображения позволяет стабильно 

реализовать вращения и трансляции без искажения формы объектов. В 

сравнении с классическими аффинными методами предложенный подход 

демонстрирует более высокую геометрическую точность и устойчивость 

вычислений. Таким образом, метод на основе полей Киллинга является 

эффективным для задач компьютерной графики и 3D-моделирования. 

Conclusion (Заключение) 

В работе исследованы векторные поля Киллинга и их применение в 

алгоритмах 3D-моделирования. Показано, что они являются генераторами 

евклидовых изометрий и описывают структуру группы движений евклидова 

пространства. Установлено, что экспоненциальное отображение обеспечивает 

сохранение метрических характеристик объектов, включая расстояния и углы. 

Сравнительный анализ подтвердил преимущество предложенного подхода 

по точности и стабильности по сравнению с классическими методами. Таким 

образом, векторные поля Киллинга являются эффективной основой для 

алгоритмов 3D-моделирования в компьютерной графике и CAD-системах. 
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