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Annotatsiya: Ushbu maqgolada garmonik funksiyalar va ularning Laplas
tenglamasi bilan bog'liq asosiy xossalari o‘rganilgan. Garmonik funksiyaning
invariantlik xossalari, Kelvin almashtirishi hamda o‘rtacha qgiymat teoremasi
tahlil gilingan. Shuningdek, Lebeg misoli orqali Dirixle masalasining ba’zi
sohalarda yechimga ega bo‘lmasligi ko‘rsatib berilgan. Natijalar garmonik
funksiyalar nazariyasining geometrik va analitik jihatlarini chuqurroq
tushunishga xizmat qiladi.

Kalit so‘zlar: Garmonik funksiya, Laplas tenglamasi, Kelvin almashtirishi,
o'‘rtacha qgiymat teoremasi, Dirixle masalasi, Lebeg misoli, potensiallar
nazariyasi, analitik funksiya, sath sirtlari, invariantlik.

Abstract: This paper studies harmonic functions and their main
properties related to the Laplace equation. Invariance properties, Kelvin
fransformation, and the mean value theorem are analyzed. Lebesgue’s
example is also discussed, showing that the Dirichlet problem may have no
solution in certain domains. The results provide a deeper understanding of
both geometric and analytical aspects of harmonic function theory.

Keywords: Harmonic function, Laplace equation, Kelvin transformation,
mean value theorem, Dirichlet problem, Lebesgue example, potential
theory, analytic function, level surfaces, invariance.

AHHOTAUMA: B AQHHOM CTAThE PACCMATPMBAIOTCS FTAPMOHMYECKME
QPYHKUMU U UX OCHOBHbIE CBOMCTBQA, CBA3AQHHbLIE C YPABHEHMEM AAMNAQCA.
AHQAM3MPYIOTCS CBOMCTBA MHBAPUAHTHOCTH, Npeobpa3oBaHue KeAbBMHA U
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TEOPEMA O CPEeAHEM 3HA4YeEHUU. TakXKe TrpuBeAéEH npumep Aeberq,
MOKQ3bIBAIOLLIMM, HTO 30QAQ4A AMPUXAE MOXET HE UWMETb pPEeLLUEHMS B
HEKOTOPbIX OBAQCTAX. Pe3yAbTaThl CrocobCTByOT ©Ooaee TAyboKOMy
MNOHUMAHUIO TEOMETPUYECKUX M AHAAMTMYECKMX  ACMEKTOB  TEOPUU
FAPMOHMYECKMX COYHKLIMM.

KAlo4eBble CAOBQA: [QPMOHMYECKAS COYHKUMS, YPABHEHME AQriaQcaq,
npeobpa3oBaHne KeAbBMHA, TeopemMa O CPEeAHEM 3HAYEHMM, 3aAQYA
Avpuxae, npumep Aebera, Teopms NOTEHUMAAQ, AHAAUTMHECKAS COYHKLMS,
MOBEPXHOCTH YPOBHS, MHBAPUAHTHOCTb.

Kirish

Garmonik funksiyalar matematik analiz va matematik fizikaning muhim
yo'nalishlaridan biri bo'lib, ular Laplas tenglamasining yechimlari sifatida
aniglanadi. Ushbu funksiyalar potensiallar nazariyasi, differensial tenglamalar
va geometrik analizda keng go'llaniladi. Magolada garmonik funksiyaning
asosiy xossalari, ularning invariantlik xususiyatlari, Kelvin almashtirishi hamda
o‘rtacha qgiymat teoremasi qisqacha vyoritiladi. Shuningdek, Dirixle
masalasining ba’zi hollarda yechimga ega bo‘lmasligi Lebeg misoli orgali
ko'‘rsatib beriladi.

Ushbu ishning magsadi garmonik funksiyalar nazariyasining asosiy
tushunchalari va ularning muhim xossalarini qgisqa va tushunarli shaklda
bayon etishdan iborat.

Adabiyotlar tahlili. Agar u=u(x;,X,,...,X,) =u(x) hagigiy giymatli funksiya

D sohada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lib (u eCZ(D)),

u D da ushbu
2 2 2 2 2 2
Au=0 Aud:f(a—2+8—2+...+azjuEag+ag+...+a—g (1)
OX,  OX, OX; oX;,  OX, OX;
Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, bunday u funksiya D sohada
garmonik deb ataladi.
Masalan, n=1 holida Laplas tenglamasi
2
%:O (X— hagiqgiy o’zgaruvchi)
X
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning yechimi, ravshanki, chizqgli
funksiyalardan iborat bo’ladi:
u=kx+b (k,b—const).
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Demak, bir hagiqgiy o‘zgaruvchining har ganday garmonik funksiyasi
chizigli funksiyadir.
Argumentlar soni ikki va undan ortig bo’lsa,
u=Kkx +KkX, +...+k x, +b

chizigli (anigrog'i: affin) garmonik funksiyalardan boshga garmonik
funksiyalar ham mavjud. Masalan, n=2 holida u=KkIn(x*+x})+b funksiya

D=02\{(0;0)} sohada, n>3 holida esa U=L r=\/xf+x§+...+x§,

rnfz !
funksiya D =["\{(0;0;...;0)} sohada garmonik bo‘ladi.

Ravshanki, fazoni tayinlangan ael" vektorga parallel ko‘chirishda,
ya'ni  X—>Xx+a almashtirilishida D sohada garmonik  funksiya
D=D+a={x+a|xeD}sohada garmonik funksiyaga o'tadi. Bunda Laplas
operatori invariant bo‘ladi (o‘zgarmaydi).

Fazoni x—kx (k=0) gomotetik almashtirilishida ham funksiyaning
garmonikligi saglanadi. Bunda Laplas operatori k?* ga ko‘payadi.

Ortogonal almashtirish, x — Ax, A— ortogonal matritsa, ya'ni A" =A" (
*—transpozitsiya belgisi), bajariganda garmonik funksiya garmonik funksiya
bilan almashadi. Bunda Laplas operatori invariant bo'‘ladi.

01" (n>2) fazoda Sl(O):{X\|X|<1} birlik sferaga nisbatan inversiya
almashtirilishini garaylik:

- Lgx=1x
|X] |X]

Bu almashtirishda S,(0) sfera nugtalari go‘zg‘almaydi, bu sfera tashqarisi

X

uning ichiga, ichi esa tashgarisiga akslanadi. u(x) funksiyadan ushbu
1 X
a(x) = u 2
= {3 “
funksiyani tuzaylik. Bu Kelvin almashtirishi deyiladi. D bilan D ning

qaralayotgan inversidagi aksini belgilaylik.
Teoremal. Agar u(x) funksiya D da garmonik bo'lsa, u(x)dan Kelvin

almashtirishi (2) orgali topilgan 0(X) funksiya D da garmonik bo'ladi.
Bu tasdig bevosita (lekin ancha uvzog hisoblashlar yordamida)
tekshiriladigan quyidagi ayniyatdan kelib chigadi:
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AU(R) = > — =——=AU(X).
gaxf |X|"*

Kelvin almashtirishini aell" markazli birlik (yoki r radiusli) sfera S, (a)
(Sr(a))go nisbatan ham aniglash mumkin. Bunda ham garmonik funksiya

hosil bo‘ladi.
Agar D soha cheksiz uzoglashgan nugtani o'z ichiga olsa, garmonik
funksiyadan cheksizikda (|x|—>e) n=2 holida chegaralanganlik, n>2

holida esa kamida \x\z‘” kabi nolga intilish talab gilinadi.

Garmonik funksiyaning quyidagi xossasi o‘rtacha (arifmetik) giymat
teoremassi deyiladi:

Teorema 2. D sohada u(x) funksiya garmonik bo'lib, B, (X,) yopiq shar
D da joylashsa, bu funksiyaning shar markazidagi giymati uning S, (X,)
sferadagi o‘rtacha (arifmetik) giymatiga teng:
1
ug)=—— [ u(xds, (3)
. r

n Si (%)

bu yerda a, =

27" — 11" dagi birlik sfera (|x|=1) sirt yuzasi (T -
r(n/2) 0 (=1) sirt yuzasi {

gamma-funksiya), e " = stx— r radiusli - sfera sirt yuzasi, ds, —
Sr(0)

S, (%) (|x—x,|=r) sfera yuza elementi.

Agar (3) formulani [x—x,| = p<r sfera uchun

Prute) =+ [ u(xds,
N x=xo|=p
ko'rinishda vyozib, unip bo'yicha pel0,r] oraligda integrallasak,
quyidagi formula hosil bo‘ladi:

n
u(xo):j I u(x)dx. (4)
N x=xol<r
rn n/2
bu yerda ' =% "0 gagi r radiusli shar (X<r) hajmi. (4)
N F(2+1)

formula garmonik funksiya uchun shar bo'‘yicha o‘rtacha (arifmetik) giymat
formulasi deyiladi.
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Lebeg misoli
Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi ba'zi “sodda” sohalarda
(chegara Lyapunov sirtidan iborat bo'Imaganda) yechimga ega bo Imasligi
mumkin. Bu tasdigni isbotlovchi Lebeg misolini keltiramiz. 0° ={(x,y,z)} fazoda

0<x<ly=0,z=0 kesmada (uni S bilan belgilaymiz) u(x)=x zichlik bilan
tagsimlangan massa potensialini garaylik:

[ gdg 12
ux.y.2) J.o\/(g—x)2+y2+22‘ 2

Bu potensial S kesmadan tashgarida aniglangan. Integralni hisoblab,
bu potensialni p=./y?+z? =0 bo’lganda quyidagicha ifodalash mumkin:
U(X, yaZ)ZCD(XaP)_ZXlnP'

P(X, ) = (L= X)? + p? =X + p* +x|n((1—x+1/(1— )2+ p% ) (X+/% + p° )) . (13)
(12) dan quyidagi asimptotik tenglik ham kelib chigadi:

u(x,y,z):O(%),r54/x2+y2+22—>oo. (14)

u(x,y,z) funksiyaning sath sirtlari

o(x, p)—2xInp=c (c=const )
tenglama bilan beriladi. Ular aylanma sirt bo’ladi (aylanish o gi - x o qi
). ¢>1 bo’lganda bu sirt x>0 yarimfazoda joylashgan, chunki x<0
bo’lganda (12) ga ko ra

0<u(x,y,z)SU(X,0,0):1+xIn(1—%)<l.

Sath sirflari ¢>1 bo'lganda “uchli nok sirtiga” o xshaydi; ular
koordinatalar boshigacha “yetib keladi”: x—»0 da p—0 (1- rasm.). Bu
sirflarga (0;0;0) nugtani go shib go yamiz. Sirtlarning koordinatalar boshiga
urinishi cheksiz tartibli bo ladi.
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1-rasm. u(x,y,z) =2 sath sirtining z=0 kesimi.

Biror c¢>1 li sath sirti chegaralagan chegaralannagan G sohani
qaraylik. G sohada 6G da u|,=¢(&)=c chegaraviy shartli (tashqi) Dirixle

masalasini go yaylik. (12) formula bilan aniglangan u(x,y,z) funksiya G da
garmonik, dG ning koordinatalar boshidan fargli nugtalarida u(x,y,z) =c, lekin
(x,y,z) = (0;0;0) da turli yo'llar bo’ylab turli a<[1;c] limitlar hosil bo'ladi, ya'ni
u(x,y,z) funksiya G da uzluksiz emas. Isbot qilish mumkinki, agar

qaralayotgan Dirixle masalasining cheksizlikda (14) shartni ganoatlantiruvchi
yechimi mavjud bo’lsa, u albatta aytilgan u(x,y,z) funksiya bilan ustma-ust

tushadi. Bu yechimning G da uzluksiz bo'lishiga zid. Shunday qlib, go'yilgan
Dirixle masalasi yechimga ega emas.
Endi R=1/2 radiusli (1/2;0;0)markazli sferaga nisbatan Kelvin

almashtirishini bajarsak, G soha chegaralangan @ sohaga o'tadi va shu
soha uchun hosil bo'luvchi mos Dirixle masalasi yechimga ega bo'Imaydi. G
soha olmaga o 'xshash bo’ladi, lekin uning chegarasi koordinatalar boshiga
cheksiz tartibli urinadi  (juda ham uchli “voronka” shardan chigarib
tashlangan).

Xulosa

Ushbu maqgolada garmonik funksiyalar va ularning Laplas tenglamasi
bilan bog'lig asosiy xossalari gisqacha o‘rganildi. Kelvin  almashtirishi,
o‘rtacha qiymat teoremasi hamda invariantlik xossalari tahlil  gilindi.
Shuningdek, Lebeg misoli orgali Dirixle masalasining ayrim sohalarda
yechimga ega bo'‘Imasligi ko‘rsatildi.
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Olingan natijalar garmonik funksiyalar nazariyasining asosiy g‘oyalarini
tushunish va ularning amaliy-matematik ahamiyatini anglashga xizmat
giladi.
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